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dx = log jxj+ CZ






sinxdx =   cosx+ C e
Z
cosxdx = sinx+ CZ
1
1 + x2
dx = arctg x+ C
Z
1











1  x2 dx = arcsinx+ C oppure (perchè?)
Z
1p
1  x2 dx =   arccosx+ CZ
1p
1 + x2











dx = tg x+ C e
Z
(1 + tg 2x) dx = tg x+ C
Anche se non occorre impararle a memoria, ricordiamo anche:Z
lnxdx = x lnx  x+ C e
Z
tg xdx = ln j cosxj+ C
I Esercizio 1 (Primitiva del valore assoluto). Si dimostri che la funzione xjxj
2
è una primitiva
del valore assoluto (attenzione: occorre dimostrare che essa è derivabile anche in x = 0).
I Esercizio 2 (Integrali di funzioni pari e dispari). (a) Sia f : [ a; a]  ! R una funzione
dispari (ossia f( x) =  f(x)); si supponga che f sia continua; dimostrare cheZ a
 a
f(x) dx = 0:
Si noti il ruolo essenziale dell'insieme di integrazione (che è qui un intervallo simmetrico rispetto
all'origine). Si interpreti anche geometricamente tale risultato.










e sul primo integrale si operi la sostituzione x =  t.
Osservazione: la funzione f(x) = x3 è una funzione dispari, ma
Z 2
0
x3 dx = 4 6= 0: É questo in
contraddizione con quanto asserito sopra?
(b) Sia f : [ a; a]  ! R una funzione pari (ossia f( x) = f(x)); si supponga che f sia continua;
dimostrare che Z a
 a




Si noti anche qui il ruolo essenziale dell'insieme di integrazione. Si interpreti anche geometricamente
tale risultato. Suggerimento: come sopra.
Tenendo conto di quanto sopra, si calcolino i seguenti integrali, senza svolgere alcun calcolo nel










































sin(sinx) + x cos(sinx) + x ecosx

dx [0]
I Esercizio 3 (Integrale e area). Ciascuno dei graci delle seguenti funzioni f(x) delimita, con
l'asse delle ascisse, una regione limitata di piano Cartesiano relativamente all'intervallo [a; b]: trovarne
l'area; confrontare altresì con il valore dell'integrale
Z b
a
f(x) dx (dare una motivazione geometrica dei
risultati ottenuti):
1. f(x) = sinx; [a; b] = [0; 2] [area= 4; integrale= 0]
2. f(x) = cosx; [a; b] = [ =2; =2] [area= 2; integrale= 2]
3. f(x) = cosx; [a; b] = [ ; ] [area= 4; integrale= 0]
4. f(x) = x2   x; [a; b] = [0; 1] [area= 1=6; integrale=  1=6]
5. f(x) = sinx+ 1; [a; b] = [ =2; 3=2] [area= 2; integrale= 2]
6. f(x) = x(x2   1); [a; b] = [ 1; 1] [area= 1=2; integrale= 0]
7. f(x) = jxj   1; [a; b] = [ 1; 1] [area= 1; integrale=  1]
2
I Esercizio 4 (Integrali immediati e/o con sostituzioni ani). Calcolare i seguenti integrali
immediati (usando anche la proprietà di linearità dell'integrale). Tenere in considerazione anche i
cambiamenti di variabile ani: chiamiamo cambiamento di variabile ane una sostituzione del tipo
t = a x+ b
ove a; b 2 R e a 6= 0. Si ricordi che, se è nota una primitiva F (x) della funzione f(x), allora una
primitiva di f(a x+ b) è
1
a























1 + (x+ 1)2

























































































































 sinx  cosx+ x
3

















































































+ 7 sinx+ 8 ex











































I Esercizio 5. Sia f , di volta in volta, una delle seguenti 23 funzioni integrande elementari (si veda
anche l'elenco delle primitive elementari dato nella prima pagina):
1. f(x) = x
2. f(x) = x2
3. f(x) = x3

























12. f(x) = ex










15. f(x) = cosx



















23. f(x) = 1 + tg 2x.
Si considerino per ciascuna di esse le seguenti 10 funzioni '(x):
(a) '(x) = x2
(b) '(x) = lnx




(e) '(x) = cosx
(f) '(x) = ex
(g) '(x) = arctg x




(l) '(x) = x3
5
Scrivere almeno 10 dei (230) casi possibili di integrali indeniti del tipoZ
f('(x))'0(x) dx
e li si risolvano. Questo esercizio, apparentemente lungo, è in realtà molto semplice e soprattutto molto
istruttivo! Tutte le soluzioni sono strutturate nel modo seguente: lo studente conosce a memoria una
primitiva F (x) di ogni f(x); allora le primitive di f('(x))'0(x) sono semplicemente F ('(x)) + C.
Riassumendo: Z
f(x) dx = F (x) + C =)
Z
f('(x))'0(x) dx = F ('(x)) + C
Ad esempio, il caso (17)-(l) è Z
3x2
1 + x6
= arctg (x3) + C;
oppure il caso (15)-(e) è
 
Z
cos(cosx) sinx = sin(cosx) + C:
I Esercizio 6 (Integrali semi-immediati). Senza svolgere calcoli (né utilizzando l'integrazione
per sostituzione) determinare i seguenti integrali indeniti (nelle soluzioni si intende che C è una
costante reale, su ciascun intervallo aperto di cui è costituito il dominio dell'integranda).
Esattamente come nell'Esercizio 5, il trucco essenziale è riconoscere nei seguenti integrali delle
forme del tipo Z
f('(x))'0(x) dx;
dove f è una delle funzioni che compare come integranda nell'elenco delle primitive elementari dato
nella prima pagina (e dove '(x) è una funzione che lo studente deve riconoscere di volta in volta). In
tal caso, dopo aver ricordato a memoria una primitiva F (x) di f(x), le primitive cercate sono del tipo
F ('(x)) + C. Naturalmente, in alcuni dei seguenti integrali sono presenti anche dei cambiamenti di
variabile ani, come nell'Esercizio 4.
1.
Z
(1 + tg 2x) etg xdx [etg x + C]
2.
Z
cosx esinxdx [esinx + C]
3.
Z
sinx ecosxdx [ ecosx + C]
4.
Z


















































dx [e3arctg x 100=3 + C]
12.
Z
cos(sinx) cosx dx [sin(sinx) + C]
13.
Z
cos(cosx) sinx dx [  sin(cosx) + C]
14.
Z








cos(tg x) (1 + tg 2x) dx [sin(tg x) + C]
17.
Z





dx [sin(100 + lnx) + C]
19.
Z
cos(ex + cosx) (ex   sinx)dx [sin(ex + cosx) + C]
20.
Z
ex sin ex dx [  cos ex + C]
21.
Z
ex sin(1  ex) dx [  cos(1  ex) + C]
22.
Z




















































(1 + x2) (1 + arctg 2x)


















































































































































1 + sin2 x




1 + (sinx+ 1)2




x (1 + ln2 x)


































































































































































































































































dx [ arccosh(1=x) + C]
I Esercizio 7 (Fratti semplici). Calcolare i seguenti integrali di tipo razionale fratto. Ricordare
di eettuare la divisione tra polinomi per ricondursi al caso in cui il numeratore ha grado più basso
del denominatore. Poi applicare il metodo dei fratti semplici. Ricordare che:













+   + An
(ax+ b)n
;
 per ogni fattore (non multiplo) al denominatore del tipo ax2 + bx+ c (con  = b2   4ac < 0), la
relativa decomposizione è
Ax+ b
ax2 + bx+ c
;
 per semplicità non trattiamo il caso multiplo del tipo (ax2 + bx+ c)n (con  = b2   4ac < 0).
Ad esempio, la decomposizione in fratti semplici di
x5 + 16x2 + x  1






















x2 + x+ 1






















jx+ 2j + x





x3   4x dx






































x2 + x+ 2
x(x+ 1)(x+ 2)




x2 + 4x+ 5
dx






















arctg (x+ 3)  61
20



















x3 + 6x2 + 9x




























































I Esercizio 8 (Integrazione per sostituzione - tipo 1). Riconoscere che, negli esercizi di cui






per gli integrali deniti, e la formulaZ
f('(x))'0(x) dx = F ('(x)) + C
per quelli indeniti, ove F è una primitiva di f .
In sostanza, per risolvere i seguenti esercizi si tratta di riconoscere chi è '(x) e usare la sostitu-
zione immediata t = '(x); con sostituzione immediata intendiamo che non è assolutamente
necessario invertire la funzione '(x) né calcolare il dierenziale formale dx.
(Alcuni integrali conducono anche a funzioni razionali fratte e/o a integrazione per parti...)
1.
Z
e2x sin(ex) ex dx
 e2x cos(ex) + 2 ex sin(ex) + 2 cos(ex) + C
Prevede il calcolo di:Z
t2 sin(t) dt










6(x  2) cos(px) + 2px (x  6) sin(px) + C
Prevede il calcolo di:Z
2t3 cos(t) dt








  log j sinx+ 1jj sinxj + C


















Prevede il calcolo di:Z 9
4
1














ln j ln(x) + 1j+ ln2(x)=2  lnx+ C









tg 2x (1 + tg 2x)
tg 2x  4 dx [1  ln 3]
Prevede il calcolo di:Z 1
0
t2






















I Esercizio 9 (Integrazione per cambiamento di variabile - tipo 2). Riconoscere che, negli







per gli integrali deniti, e la formulaZ
f(x) dx =
Z
f('(t))'0(t) dt (ove t = ' 1(x))
per quelli indeniti. Trattasi della formula di integrazione per sostituzione col cambiamento di variabile
x = '(t)
che conduce, mediante il dierenziale formale dx = '0(t) dt, proprio alle formule di cui sopra.
(Alcuni integrali coinvolgono anche funzioni razionali fratte e/o integrazione per parti...)
1.
Z
e2x sin(ex) dx (sostituzione ex = t) [sin(ex)  ex cos(ex) + C]
2.
Z
(lnx)3 dx (sostituzione lnx = t)

x ln3(x)  3x ln2(x) + 6x ln(x)  6x+ C
3.
Z
(tg x)2 dx (sostituzione tg x = t) [tg x  x+ C]
4.
Z


















x+ 1  log j
p
x+ 1 + 1j













































dx (sostituzione x3 = t)




















(2  x)p1  x dx (sostituzione
p

























  cos 4 + sin 4
4

(prevede il calcolo di
Z
t sin t cos tdt; scrivere sin t cos t = 12 sin(2t) e integrare per parti...)
I Esercizio 10 (Integrazione per parti). Utilizzando anche il teorema di integrazione per parti
(eventualmente ripetutamente), calcolare i seguenti integrali deniti/indeniti (alcuni di questi integrali
conducono a funzioni razionali fratte...):
1.
Z
(2x2 + 3x+ 1) sinxdx







4=16  32 + 24
3.
Z
x2 log(x+ 1) dx

(x3 + 1) log(x+ 1)
3
  x(2x






x log(x+ 2) dx
















(x+ 1)2 arctg (x) dx






































x3 log(x) dx [4 ln(2)  15=16]
12.
Z




















































I Esercizio 11 (Altre sostituzioni). Integrali di funzioni razionali che dipendono solo da cosx e








; ove t = tg (x=2),
da cui (procedendo mediante dierenziazione formale)



























diventa, mediante la sostituzione t =
r
x
1  x , un integrale di una funzione razionale fratta (che non
si chiede di risolvere).









diventa, mediante la sostituzione x = t6, un integrale di una funzione razionale fratta (che non si chiede
di risolvere). Si noti che 6 è il m.c.m. dei denominatori delle potenze con cui compare x nell'esercizio,
ossia 1=3 e 1=2.




diventa, mediante la sostituzione t =
r (x  4)
x+ 4
, un integrale di una funzione razionale fratta (che





ove a è il coeciente direttore di 16  x2 e x1;2 ne sono le radici.




diventa, mediante la sostituzione t =
p
x2 + 16   x (per ricavare x in funzione di t si scriva t + x =p
x2 + 16 e si elevi al quadrato...), un integrale di una funzione razionale fratta (che non si chiede di
risolvere). La sostituzione è del tipo
t =
p
16 + x2  pa x;
ove a è il coeciente direttore di x2 + 16 (che è privo di radici reali).
15
